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-傅立叶级数：定义及其应用
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本节概要

1 应用背景

2 傅立叶级数的计算

3 正弦和余弦展开

4 傅立叶级数的复数形式

数字信号处理



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

应用背景
傅立叶级数的计算
正弦和余弦展开

傅立叶级数的复数形式

傅立叶级数在信号处理中的应用

如果我们将信号看作是关于时间的函数，则我们往往把这个函数展开
为三角函数和的形式，这个和式可以描述各个频率的分量。例如信号

f(t) = 2 sin(t)− 50 sin(3t) + 10 sin(200t), (1)

所包含的频率分量分别为每个 2π周期分别振动 1次、3次和 200次，
而根据这三个频率分量前面系数的大小，震动频率为 3的分量比其它
两个分量占优（这里我们注意到 sin(kt)这个频率的分量的周期为 2π

k ，
频率为 k，即在时间区间 0 ≤ t ≤ 2π内振动 k次）。
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傅立叶级数在信号处理中的应用

信号分析中常见的工作之一是消除高频噪声，其中一种方式是首先将
信号函数 f(t)表示为三角函数和的形式

f(t) = a0 +
∑
k

(
ak cos(kt) + bk sin(kt)

)
, (2)

然后令其中高频分量的系数 (即其中 k值大的那些 ak 和 bk）等于零。

信号分析中常见的工作之二是数据压缩，目标是以传输最少数据的方
式发送信号。其中一种方法是首先将信号 f(t)用三角函数展开，然后
只发送系数绝对值比给定阈值大的那些系数 ak 和 bk，舍去较小的系数
和对 f 没有实质性贡献的系数。
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在 [−π, π]上傅立叶级数的计算

我们首先考虑将定义在 [−π, π]上的周期函数 f(t)展开成傅立叶级数

f(t) = a0 +
∞∑
k=1

(
ak cos(kt) + bk sin(kt)

)
. (3)

我们首先有以下定理（证明留作习题）。
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在 [−π, π]上正余弦函数的正交性

Theorem 1 (正余弦函数的正交性)
下ࣚݟ分关系式成立：

1

π

∫ π

−π

cos(nx) cos(kx) dx =

 1, n = k ≥ 1,
2, n = k = 0
0, otherwise,

(4)

1

π

∫ π

−π

sin(nx) sin(kx) dx =

{
1, n = k ≥ 1,
0, otherwise, (5)

1

π

∫ π

−π

cos(nx) sin(kx) dx = 0,∀n, k ∈ Z. (6)

这些关系可以等ۃ的描述为؏
{

1√
2π

, sin(x)√
π
, cos(x)√

π
, sin(2x)√

π
, cos(2x)√

π
, . . .

}
是 L2([−π, π])上的正交函数系。

数字信号处理



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

应用背景
傅立叶级数的计算
正弦和余弦展开

傅立叶级数的复数形式

函数在 [−π, π]上的傅立叶级数展开

根据正余弦函数的正交性，我们有以下定理

Theorem 2 (函数的傅立叶展开)

设 f(t)是 [−π, π]上的周期函数，若
f(t) = a0 +

∑∞
k=1

(
ak cos(kt) + bk sin(kt)

)
成立，那么系数满足：

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f(x) dx, (7)

ak =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(kx) dx, (8)

bk =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(kx) dx. (9)
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定理??的证明

Proof.
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任意长度为 2π的对称区间

对于任意长度为 2π的区间，定理??仍适用，可以用以下引理来证明这
个结论。

Lemma 3

设 F 为任意的周期为 2π的函数，c为任意实数，则有：∫ π+c

−π+c

F (x) dx =

∫ π

−π

F (x) dx. (10)

把这个引理应用于 F (x) = f(x) cos(kx)或 F (x) = f(x) sin(kx)，可以
知道定理??中的系数公式对于形如 [−π + c, π + c]的任意区间均适用。
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引理??的证明

Proof.
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形如 [−a, a]的区间

对于形如 [−a, a]的区间，傅立叶级数的基函数为 cos(kπxa )和 sin(kπxa )，
周期为 2a（证明留作习题）。我们有以下定理

Theorem 4 (长度为 2a的对称区间上的傅立叶级数展开)
如果在区间 [−a, a]内有 f(t) = a0 +

∑∞
k=1

(
ak cos(kπta ) + bk sin(kπta )

)
成立，那么其傅立叶系数满足：

a0 =
1

2a

∫ a

−a

f(x) dx, (11)

ak =
1

a

∫ a

−a

f(x) cos(kπx
a

) dx, (12)

bk =
1

a

∫ a

−a

f(x) sin(kπx
a

) dx. (13)
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傅立叶级数展开举例

Example 5
令

f(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ 1,
0, otherwise. (14)

计算 f 在区间 [−2, 2]上的傅立叶级数。
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奇函数与偶函数

Definition 6
令 f : R → R是一个函数，若 f(−t) = f(t)，则 f 为偶函数；若
f(−t) = −f(t)则 f 为奇函数。

例如 t2 是偶函数，而 sin(t)是奇函数。
由函数的奇偶性的定义，我们可以得到如下关系：

偶函数×偶函数 =偶函数

偶函数×奇函数 =奇函数

奇函数×奇函数 =偶函数. (15)
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奇函数与偶函数的性质

我们有以下引理。

Lemma 7
如果 F 为偶函数，则∫ a

−a

F (x) dx = 2

∫ a

0

F (x) dx. (16)

如果 F 为奇函数，则 ∫ a

−a

F (x) dx = 0. (17)
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奇函数与偶函数的傅立叶展开

假设 f(t) = a0 +
∑∞

k=1

(
ak cos(kπta ) + bk sin(kπta )

)
在 [−π, π]上成立，

那么对于函数的傅立叶展开，我们有以下定理。

Theorem 8 (奇偶函数的傅立叶展开)

如果 f(t)为偶函数，则٥函数在区间 [−a, a]上的傅立叶展开只有余弦
项，即 f(t) = a0 +

∑∞
k=1 ak cos(kπta )，其中

a0 =
1

a

∫ a

0

f(x) dx, ak =
2

a

∫ a

0

f(x) cos(kπx
a

) dx. (18)

如果 f(t)为奇函数，则٥函数在区间 [−a, a]上的傅立叶展开只有正弦
项，即 f(t) =

∑∞
k=1 bk sin(kπta )，其中

bk =
2

a

∫ a

0

f(x) sin(kπx
a

) dx. (19)

数字信号处理



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

应用背景
傅立叶级数的计算
正弦和余弦展开

傅立叶级数的复数形式

半区上的傅立叶展开

设 f 为定义在区间 [0, a]上的函数，如果将 f 进行偶延拓，则令

fe(t) =

{
f(t), 0 ≤ t ≤ a,
f(−t), −a ≤ t < 0,

(20)

就得到了 f(t)的偶延拓 fe，这时 fe的傅立叶展开式只含有余弦项，即

fe(t) = a0 +

∞∑
k=1

ak cos(kπt
a

), −a ≤ t ≤ a, (21)

其中 ak 由定理??中的系数公式给出。而由于在 [0, a]上，fe(t) = f(t)，
所以 ak 的计算只需用到 f(t)，并且我们还有

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

ak cos(kπt
a

), 0 ≤ t ≤ a. (22)

注意这里我们实际上假设了 fe 和 f 的傅立叶展开收敛到函数本身。
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半区上的傅立叶展开

如果将 f 进行奇延拓，则令

fo(t) =

{
f(t), 0 ≤ t ≤ a,
−f(−t), −a ≤ t < 0,

(23)

就得到了 f(t)的奇延拓 fo，这时 fo的傅立叶展开式只含有正弦项，即

fo(t) =

∞∑
k=1

bk sin kπt

a
, −a ≤ t ≤ a, (24)

其中 bk 由定理??给出。与余弦展开类似，由于在 [0, a]上，
fo(t) = f(t)，所以 bk 的计算只需用到 f(t)，并且我们还有

f(t) =

∞∑
k=1

bk sin kπt

a
, 0 ≤ t ≤ a. (25)

注意这里我们实际上也假设了 fo和 f 的傅立叶展开收敛到函数本身。
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傅立叶展开举例

我们将在下一讲中讨论傅立叶展开的收敛性。为了避免讨论傅立叶级
数的收敛性问题，我们不加证明的给出以下性质。

Proposition 9
如果 f 是周期为 2π的函数，则

1 如果 f 在 tѷ处ܰݏ，则它的傅立叶级数 F (t)收敛，且
F (t) = f(t)。

2 如果 f 在 tѷ处不ܰݏ，则 F (t)收敛于 f 在 tѷ处的ँञ的
均值，即ح

F (t) =
1

2

(
lim

x→t−
f(x) + lim

x→t+
f(x)

)
. (26)
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傅立叶展开举例

Example 10
求函数 f(t) = t, t ∈ [−π, π]的傅立叶级数展开。
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傅立叶展开举例

Example 11
求函数

f(t) =

{
t, 0 ≤ t ≤ π

2 ,
π − t, π

2 ≤ t ≤ π,
(27)

的傅立叶级数展开。
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傅立叶展开举例

Example 12
求函数 f(t) = sin(3t) + cos(4t)的傅立叶级数展开。

Example 13
求函数 f(t) = sin2(t)的傅立叶级数展开。
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傅立叶展开举例

Example 14
求函数 f(t) = t2 + 1在 [0, 1]上的正弦傅立叶级数展开。
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复指数

由于复指数 einx, n ∈ Z具有简单的计算性质，在一些运算中，将傅立
叶展开表示为复指数的形式会更方面一些。

Definition 15
对于任意实数 t，复指数为

eit = cos(t) + i sin(t), (28)

其中 i =
√
−1.
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复指数相关引理

复指数满足以下引理（证明留作习题）。

Lemma 16
对所有 t, s ∈ R，我们有

1 ei(t+2π) = eit.
2 |eit| = 1.
3 eit = e−it.
4 eiteis = ei(t+s).
5 eit

eis = ei(t−s).
6 d

dt{e
it} = ieit.
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复指数的正交性

Theorem 17

函数 { eint√
2π

, n = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .
}

(29)

在 L2([−π, π])上是标ࠐ正交的。

Proof.

数字信号处理
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.
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.
.

.

.
.
.

.

应用背景
傅立叶级数的计算
正弦和余弦展开

傅立叶级数的复数形式

傅立叶展开的复数形式

Theorem 18
如果在区间 [−π, π]上 f(t) =

∑∞
n=−∞ αne

int，则系数满足：

αn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx. (30)

Example 19
给出函数

f(t) =

{
1, 0 ≤ t < π,
−1, −π ≤ t < 0,

(31)

的复指数傅立叶展开。
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.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

应用背景
傅立叶级数的计算
正弦和余弦展开

傅立叶级数的复数形式

在其它区间上复指数的正交性

Theorem 20

函数 { 1√
2a

e
inπt
a , n = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .

}
(32)

在 L2([−a, a])上是标ࠐ正交的。如果在区间 [−a, a]上
f(t) =

∑∞
n=−∞ αne

inπt
a ，则系数满足：

αn =
1

2a

∫ a

−a

f(x)e−
inπt
a dx. (33)

数字信号处理



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
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.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

应用背景
傅立叶级数的计算
正弦和余弦展开

傅立叶级数的复数形式

傅立叶级数的实数形式和复数形式之间的关系

如果 f 是实值函数，那么其傅立叶级数的实数形式可以由复数形式推
导得来，反之亦然。我们这里给出 [−π, π]上两种形式之间的相互推导
的过程。

数字信号处理


