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课程安排及教材

▶ 课程参考书：小波与傅立叶分析基础（第二版），[美] Albert
Boggess、Francis J. Narcowich著，芮国胜、康健译，电子工业出版
社，2010

▶ 上课时间：2-13周
▶ 教学内容：傅立叶与离散傅立叶分析，小波分析选讲。
▶ 考核方式：平时成绩 *40%+期末成绩 *60%
平时成绩: 四次作业 +两次小测 +随机考勤

▶ 考试日期：11月 25日，第 13周周三（暂定）。
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内积

Definition 1 (内积)
一个在复向量空间 V 上的内积是一个映射 ⟨·, ·⟩ : V × V → C并满足以
下性质：

1 正定性：⟨v, v⟩ > 0,∀v ∈ V, v ̸= 0。
2 共轭对称性：⟨v, w⟩ = ⟨w, v⟩,∀v, w ∈ V。
3 齐次性：⟨cv, w⟩ = c⟨v, w⟩,∀v, w ∈ V, c ∈ C。
4 线性性：⟨u+ v, w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v, w⟩,∀u, v, w ∈ V。

Remark
1 如果去掉共轭运算且令 c ∈ R，上述定义同样适用于实内积空间。
2 由内积定义的（2）和（4）可得到对第二项的线性性：

⟨u, v + w⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨u,w⟩,∀u, v, w ∈ V。
3 由内积定义的（2）和（3）可得：

⟨v, cw⟩ = c̄⟨v, w⟩,∀v, w ∈ V, c ∈ C。
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内积空间

Definition 2 (内积空间)
定义了内积的向量空间被称为内积空间。一般为了强调基本空间 V，
我们把 V 上的内积表示为 ⟨·, ·⟩V。

由内积的正定性，我们可以定义 ∥v∥V =
√
⟨v, v⟩V ≥ 0为向量 v的范

数，进而我们可以将 V 空间中两向量 v, w之间的距离定义为

dist(v, w)V := ∥v − w∥V . (1)

Definition 3 (收敛与相等)
在赋范空间 V 中，序列 {vk}∞k=1 收敛到 v是指

∥vk − v∥V → 0, k → ∞. (2)

而 v = w是指
∥v − w∥V = 0. (3)
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L2空间

Definition 4 (L2 空间)
对于 a ≤ t ≤ b，L2([a, b])空间表示所有定义在 [a, b]上平方可积的函数
组成的空间，即

L2([a, b]) =

{
f : [a, b] → C,

∫ b

a

|f(t)|2 dt < ∞
}
. (4)

▶ 这里的积分实际上是 Lebesgue积分，但是由于本课程只涉及到
f(t)是连续函数或者 f(t)在 [a, b]上具有有限个间断点，因此，这
里的积分可以看作是 Riemann积分。

▶ 在数字信号处理中，条件
∫ b

a
|f(t)|2 dt < ∞可以从物理意义上解释

为信号的总能量是有限的。
▶ L2 空间一般是无穷维的。例如函数序列 {1, t, t2, t3, . . .}存在于

L2([0, 1])空间中且彼此线性无关。
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L2空间中的内积

Definition 5
L2([a, b])上的 L2 内积定义为

⟨f, g⟩L2 =

∫ b

a

f(t)g(t) dt, ∀f, g ∈ L2([a, b]). (5)

可以证明(5)定义了 L2([a, b])上的一个内积。
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l2空间

Definition 6
l2 空间是由所有 {xn}∞n=−∞, xi ∈ C且满足

∑∞
−∞ |xn|2 < ∞的无穷维

向量构成的。该空间中内积的定义为

⟨x, y⟩l2 =

∞∑
n=−∞

xnyn, (6)

其中 x = (x1, . . . , xk, . . .)，y = (y1, . . . , yk, . . .)。

证明(6)定义了 l2 上的一个内积留作习题。
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收敛

Definition 7 (L2 收敛)
给定 L2([a, b])上的序列 {fn}∞n=1，若有 n → ∞时，∥f − fn∥L2 → 0，
则称序列 {fn}∞n=1 收敛于 f。或者更严格的说，∀ϵ，∃N > 0，使得
n > N 时，有 ∥f − fn∥L2 < ϵ，则称序列 {fn}∞n=1 依 L2 收敛于 f。

L2 收敛又称为均匀收敛。在数学分析中还学过另外两种收敛：

Definition 8 (逐点收敛)
序列 {fn}∞n=1 在 [a, b]上逐点收敛到 f 是指，∀t ∈ [a, b],对 ∀ϵ > 0，
∃N > 0，当 n > N 时，有 |fn(t)− f(t)| < ϵ。

Definition 9 (一致收敛)
序列 {fn}∞n=1 在 [a, b]上一致收敛到 f 是指，∀ϵ > 0，∃N > 0，当
n > N 时，∀t ∈ [a, b]都有 |fn(t)− f(t)| < ϵ。

数字信号处理
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逐点收敛与一致收敛举例

Example 10
考虑序列 fn(t) = tn, n = 1, 2, 3, . . .，则 fn(t)在 [0, 1)上逐点收敛到 0，
在 [0, r], 0 < r < 1上一致收敛于 0。
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L2收敛与一致收敛的关系

Theorem 11

在有限࡞间 [a, b]上，若序列 {fn}∞n=1 一致收敛到 f，则 {fn}∞n=1 Џ依
L2 收敛到 f。但ࠍ之不一定成立。

Remark 1. 逐点收敛序列不一定，ً׬ L2 收敛。但是若是该序列在
L2 上一致有ז，则逐点收敛足ڊ࠴证 L2 收敛。
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定理11的证明

Proof.
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Schwarz与三角不等式

内积空间最重要的性质是有 Schwarz不等式和三角不等式，下面我们
给出并证明这两个不等式。

Theorem 12 (Schwarz不等式、三角不等式)

ࠤ V 关于内积 ⟨·, ·⟩是一个（实或复的）内积空间，则 ∀x, y ∈ V，都
有:
▶ Schwarz不等式：|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥，当且੬当 x和 y线性相关时
等号成立。进一ނ的，当且੬当 x, y是݉௢༿数关系时，有
⟨x, y⟩ = ∥x∥∥y∥。

▶ 三角不等式：∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥。当且੬当 x, y是݉௢༿数关系
时，等号成立。
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Schwarz与三角不等式

内积空间最重要的性质是有 Schwarz不等式和三角不等式，下面我们
给出并证明这两个不等式。

Theorem 12 (Schwarz不等式、三角不等式)

ࠤ V 关于内积 ⟨·, ·⟩是一个（实或复的）内积空间，则 ∀x, y ∈ V，都
有:
▶ Schwarz不等式：|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥，当且੬当 x和 y线性相关时
等号成立。进一ނ的，当且੬当 x, y是݉௢༿数关系时，有
⟨x, y⟩ = ∥x∥∥y∥。

▶ 三角不等式：∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥。当且੬当 x, y是݉௢༿数关系
时，等号成立。
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定理12的证明

Proof.
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